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В предыдущей статье (Сёмкин и др., 2009) нами 
приведена система аксиом мер конвергенций, на 
основе которой формально определена одна абсолют-
ная мера сходства (пересечения). На основе мер пе-
ресечения в данной работе будет построена система 
аксиом мер включения и рассмотрен класс мер вклю-
чения, связанный дробно-линейной зависимостью.

Меры включения
Меры включения впервые были определены акси-

оматически Б.И. Сёмкиным (1973а) и применены для 
анализа несимметричных отношений: их представ-
ление в виде ориентированных графов (графов вклю-
чения) использовано при исследовании структурной 
организации растительного покрова (Сёмкин, 1977; 
Сёмкин, Комарова, 1977). Некоторые авторы (Песенко, 
1982: 139; Андреев, 1987: 65; Кафанов, 1994) ошибоч-
но причисляют меры включения к несимметричным 
мерам, введённым Дайсом (Dice, 1945). Однако Дайс 
использовал условные частоты, определённые из та-
блиц сопряжённости 2×2. Это означает, что коэффи-
циенты Дайса есть выборочные условные частоты для 
оценки условных вероятностей. Аналогичные индексы 
для таблиц сопряжённости 2×2 предложены для оцен-
ки полноты и точности информационно-поисковых 
систем (Cleverdon, 1963; Сэлтон, 1973; 1979; Шульц, 
1973). Очевидно, условные вероятности только по за-
писи в теоретико-множественных обозначениях напо-

минают меры включения, но не имеет к ним никакого 
отношения – это две разные схемы: «вероятностная» и 
«множественная».

Ряд авторов (Комарова, Сёмкин, 1976а,б; Сём-
кин, Комарова, 1977; 1980; Андреев, 1980; Песенко, 
1982) утверждает, что меры включения были введе-
ны Шимкевичем (Szymkiewicz, 1934), Браун-Бланке 
(Braun-Blanquet, 1932), Симпсоном (Simpson, 1943), 
Юрцевым (Юрцев, 1968). Как строго доказано, ин-
дексы и коэффициенты, предложенные выше, явля-
ются не мерами включения, а симметричными мера-
ми сходства или квазисходства, различия или квази-
различия (Сёмкин, 2007).

Несимметричные меры, названные мерами вклю-
чения, были предложены Б.И. Сёмкиным (1973а). Им 
впервые введена аксиома «включения», определяю-
щая максимальные значения меры включения при 
полном включении одного множества в другое. Это 
свойство и дало в последующем повод называть та-
кие несимметричные меры мерами включения.

Остановимся на необоснованной критике исполь-
зования мер включения. Так, Ю.А. Песенко (1982: 
139–140) отмечает: «Однако на практике (кроме работ 
Б.И. Сёмкина, см. также Андреев, 1978; 1979; 1980; Бо-
рисовец, Тараканова, 1979; Куликова, и др., 1980) при-
менение мер включения для анализа экологических 
и зоогеографических материалов свелось к нахожде-
нию большего из двух значений мер включения, то 
есть фактически к вычислению индекса Шимкевича-
Симпсона ISzs для каждой пары сравниваемых видовых 
списков и построению по его значениям ориентиро-
ванного графа (...). Это признаёт в одной из последних 
работ и Б.И. Сёмкин, отмечая необходимость прове-
дения симметризации матриц и мер включения путём 
выбора только максимальной оценки включения [Сём-
кин, Комарова, 1980], то есть необходимость перехода 
к симметричным мерам сходства».

Б  О  Т  А  Н  И  Ч  Е  С  К  А  Я     И  Н  Ф  О  Р  М  А  Т  И  К  А
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Впоследствии в данной статье мы перечислим 
совокупность статей, в которых используются меры 
включения в различных направлениях биологии и 
биогеографии. Кроме того, отметим, что для дальней-
шего применения мер включения при изучении флор 
и фаун, мы предложили метод построения оптималь-
ного ориентированного дерева. Только для этих целей 
можно быстро построить оптимальное неориентиро-
ванное дерево с помощью коэффициента Симпсона, а 
затем на его основе построить оптимальное ориенти-
рованное дерево, указав направления ориентирован-
ных рёбер и определив их «веса» с помощью матри-
цы мер включения.

По матрице мер включения можно также постро-
ить оптимальное ориентированное дерево, используя 
для этого другие алгоритмы, не учитывающие меры 
сходства Симпсона. Симметризация матриц мер 
включения позволяет получить многие матрицы мер 
сходства, например, матрицы мер Сёренсена, Жакка-
ра, Кульчинского и др. (Юрцев, Сёмкин, 1980) и пред-
ставляет собой удачный методический приём, а не 
отказ от использования мер включения, как считает 
Ю.А. Песенко.

Если все списки видов растений или животных 
существенно разновелики, то необходимо рассчиты-
вать только меры включения (Калюжная и др., 1983; 
Сёмкин, Борзова, 1986; Хорева, 2003),  а симметриза-
цию матрицы мер включения производить не имеет 
смысла. Критике подвергались и сами меры включе-
ния (Песенко, 1982; Кафанов, 1994; Кафанов и др., 
2004). Отмечая, что «в сравнительной флористике, 
пожалуй, единственным корректным способом срав-
нения флор считается анализ мер включения (Юрцев, 
Сёмкин, 1980)», А.И. Кафанов, Е.Э. Борисовец и И.В. 
Волвенко (2004: 254) указывают, что «уровни видо-
вого богатства или обилия определяюще влияют на 
структуру ориентированных графов и, следователь-
но, меры включения». То же отмечает Ю.А. Песен-
ко (1982: 212): «Вершины такого графа соединяются 
стрелками, указывающими включение меньших по 
длине списков в более длинные… Таким образом, 
направление стрелки в графе включения указыва-
ет лишь на более длинный список из двух списков, 
сходных между собой выше заданного порога, а не 
на какие-то отношения…». Кроме того, Ю.А Песен-
ко заметил: «при сопоставлении между собой набора 
видовых списков среднее значение величины включе-
ния в конкретный видовой список существенно зави-
сит от его длины – чем он длиннее, тем выше среднее 
включение. Происходит это вследствие того, что при 
фиксированном знаменателе (мощность включаемо-
го множества) величина меры включения зависит от 
числителя – меры пересечения двух сопоставляемых 
множеств. Чем больше элементов в каждом из них, 
тем выше вероятность получить большее значение 

пересечения. Последнее – составная часть многих 
мер сходства и меры включения в том числе. Следо-
вательно, поведение пересечения во многом опреде-
ляет поведение показателей сходства, включения». И 
ещё: «Так, всевозможные показатели, использующие 
меры пересечения и включения, в своём большинстве 
не являются метриками и зависят от длины видового 
списка» (Кафанов и др., 2004: 255).

Критика направлена на дискредитацию не толь-
ко мер включения, но и мер пересечения, на основе 
которых строятся меры сходства и включения. Во-
первых, может ли некое конечное множество элемен-
тов включаться в конечное множество, содержащее 
меньшее число элементов? Конечно, нет. Однако мы 
рассматриваем нечёткие отношения, и в этом случае 
может иметь место включение как меньшего по числу 
элементов множества, так и большего по числу эле-
ментов множества в меньшее. Это определяется чис-
ленными значениями меры включения и пороговой 
величины.

В матрице мер включения всегда должно быть 
значение меры включения менее обильного в бо-
лее обильное множество больше чем значение меры 
включения указанных множеств, взятых в обратном 
порядке. Это правило позволяет определять «направ-
ление включения» по строкам или столбцам матрицы.

Отношения включения определяются выделе-
нием подмножеств из совокупностей всех пар срав-
ниваемых объектов. Это производится с помощью 
задания пороговой величины и сравнение с ней мер 
включения. В общем случае нельзя сказать, что в бо-
лее «длинные» списки наблюдается больше включе-
ния остальных менее «длинных» списков. Всё зави-
сит от конкретной ситуации. Можно указать большое 
количество мер различия, основанных на мерах пере-
сечения и мерах включения (Сёмкин, 1973а; 2007). 
Приведём работы, в которых использовались меры 
включения для определения несимметричных отно-
шений при сравнении разновеликих по числу элемен-
тов множеств.

Меры включения и ориентированные графы 
нашли широкое использование при сравнительном 
анализе структурной организации растительного по-
крова (Комарова, Сёмкин, 1976а,б; Сёмкин, Комаро-
ва, 1977,1985; Юрцев, 1978; 1983; Петровский, Ко-
ролёва, 1979; Юрцев, Сёмкин, 1980; Баринова, 1980; 
Борзова и др., 1981; Полозова, Юрцев, 1981; Гусаро-
ва, Сёмкин, 1982; 1986; Максимова, 1982; Максимо-
ваьи др., 1982; Седельников, 1982; 1987; Пааль, Сём-
кин, 1983; Сёмкин, Гусарова, 1983; Соколова, 1984; 
Морозов и др., 1985; Харитонов, 1986; Сёмкин, Бор-
зова, 1986; Золотухин, 1987; Малышев, 1987; Сёмкин, 
1987а,б; Ронгинская, 1988; Шлотгауэр, Столовникова, 
1988; Шлотгауэр, 1989; 1990; Шлотгауэр, Варченко, 
1990; Кафанов, Жуков, 1993; Дидух, 1997; Пяк, Зве-
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рев, 1997; Баранова, 1998; Зверев, 1998; Козьминых, 
1998; Малышев и др., 1998; Науменко, 1998; 2003; 
Петропавловскийи др., 1999а,б; 2001, 2004; Шлотгау-
эр и др., 2001; Хорева, 2003; Горобец, 2004; Кожевни-
ков, Кожевникова, 2004) и при сравнении населения 
животных и фаун (Zakharov, 1974; Андреев, 1978; 
1979; 1980; Андреев и др., 1978; Андреев, Решетни-
ков, 1978; 1981; Борисовец, Тараканова, 1979; Кули-
кова и др., 1980; Сёмкин, Куликова, 1981; Песенко, 
1982; Андреев, Козлов, 1983; Калюжная и др., 1983; 
Комаров, 1983; Кушнарёв, 1983; Михалёва, Петухова, 
1983; Филатова, 1983; Хоментовский, 1983; Буднико-
ва, 1984; Алексеев, 1986; Черешнев, 1986; Сёмкин и 
др., 1988; Кафанов, 1991).

В вышеприведённых статьях (кроме работы 
Б.И. Сёмкина и Т.А. Комаровой (1977)) используются 
меры включения:

   
 Bn

BAnB;AK0


 ,    
 An

BAnA;BK0


 ,

где  BAn   – число общих элементов двух 

множеств A и B.  An  и  Bn  – число элементов в 
множествах A и B соответственно1. Или в общеприня-
тых обозначениях (Василевич, 1969; Юрцев, Сёмкин, 
1980; Сёмкин, 2007):

 
b
cB;AK0  ,  

a
cA;BK0  ,

где  B;AK0  – мера включения множества B в 

A, а  A;BK0  – мера включения множества A в B; 

 BAnc  ,  Ana   и  Bnb  .
Длядескриптивных множеств2 (набо-

ров)   r1 a,,aaA   и   r1 b,,bbB  , 

 r,,1i,0b,0a ii  , указанные меры включе-
ния равны:
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1 Число элементов множества можно также называть мерой 
множества. Для конечных множеств и только для них понятия 
«мера множества» и «мощность множества» эквивалентны.

2 Для дискриптивных мнрожеств нельзя использовать по-
нятие «мощность множест», как это делают некоторые иссле-
дователи (Константинов, 1969; Песенко, 1982). Можно только 
определять меру дискриптивного множества (Сёмкин, 1973а). 

В работе Б.И. Сёмкина и Т.А. Комаровой (1977) 
кроме вышеуказанных мер включения приведены 
следующие меры включения:

   
   BAmBm2

BAmB;AK1 



, 

   
   BAmAm2

BAmA;BK0 



.

В Приложении приведены аксиомы мер включе-
ния (А), на основе которых получен класс мер вклю-
чения, представляемых дробно-линейными функция-
ми (B).

Меры невключения
Коэквивалентной мере включения K0(A;B) будет 

мера невключения B в A, равная (Сёмкин, Двойчен-
ков, 1973):

   BAKBAF ;1; 00 
или

   
 

   
 Bn

BAnBn
Bn

BAnBAF 



1;0

.
Мера невключения множества А в В равна:

     
 

   
 An

BAnAn
An

BAnABKABF 



 1;1; 00

.
Для дескриптивных наборов a и b указанные 

меры невключения соответственно равны:
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.
Классы эквивалентных мер невключения Fτ(a;b) 

и Fτ(b;a), (-1<τ<+∞) соответственно равны:

     
 b;aF1

b;aF1b;aF
0

0




 

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     
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a;bF1a;bF
0

0




 




Меры невключения коэквивалентны мерам вклю-
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чения и ничего нового для анализа несимметричных от-
ношений не дают. Можно пользоваться любыми из них.

Однако в работе В.Л. Андреева (1980) была до-
пущена ошибка, повлекшая введение несуществую-
щих отношений и графов. Граф включения будет 
один и тот же, несмотря на то, использовалась ли при 
его построении мера включения или мера невклю-
чения. Действительно, если для построения графа 
включения использовалось неравенство: K0(a;b)≥δ, 
то для построения того же графа с помощью меры 
невключения должно использоваться неравенство: 
F0(a;b)≤1-δ. Использовать неравенство F0(a;b)≥δ, как 
это рекомендуется в работе В.Л. Андреева (Андреев, 
1980: 38), ошибочно.

При использовании методики В.Л. Андреева 
(1980) Н.И. Золотухин ошибочно строит ориентиро-
ванный граф отношения «эндемичности» (оригиналь-
ности), который неидентичен графу отношения «ба-
нальности». То есть граф включения, построенный 
с помощью меры включения и меры невключения, 
получился неодинаковым (Золотухин, 1987: 93). Сле-
дует отметить, что не может быть двух графов отно-
шений «банальности» и «эндемичности» (оригиналь-
ности). Есть только один граф отношений включения 
(граф включения), вершины которого (отражающие 
локальные флоры, фауны) могут быть «банальными» 
или «оригинальными». Определения «банальности» 
и «экзотичности», введённые в некоторых работах 
(Андреев, 1978,1979,1980), ошибочны.

Построение графа включения с помощью сим-
метричной меры сходства Шимкевича-Симпсона 
(Песенко, 1982: 212) без обращения к матрице мер 
включения (или к её диагональным элементам) невоз-
можно. В связи с этим говорить о построении ориен-
тированного графа включения с помощью «индекса 
общности» Шимкевича-Симпсона (Песенко, 1982: 
212) не имеет смысла. Следует также отметить, что 
введение понятия «граф производности» (Песенко, 
1982: 213),  то есть графа, построенного на основе 
графа включения при изменении у него направления 
дуг на противоположные, также аналитически необо-
сновано. На основе графа включения можно только 
говорить о различных интерпретациях направления 
стрелок его дуг, например, происхождения, произво-
дности, миграции и т.д., а также строить различные 
схемы этих интерпретаций, но основу их составляет 
граф включения, строго введённое математическое 
понятие. Математическое обоснование мер невклю-
чения дано в Приложении C.

Индексы преобладания
При сравнительном анализе по числу видов во 

флорах производится попарное сравнение списков 
с помощью мер включения. Рассчитывается матри-
ца мер включения, на основе которой строится граф 

включения при выборе различных пороговых ве-
личин (Сёмкин, 1987б). Однако при рассмотрении 
большого числа видовых списков у ориентированных 
графов появляется значительное количество дуг, что 
весьма затрудняет их интерпретацию. В этих случаях 
нами предлагается использовать новый подход, осно-
ванный на учёте количества исходящих и входящих 
дуг в вершину ориентированного графа3 (Сёмкин, Ку-
ликова, 1981; Сёмкин, 1987а; Кафанов, 1994).

Рассмотрим данный подход более подробно. 
Пусть дана матрица мер включения для n дескрип-
тивных множеств. Меры включения Aj в Ai и наобо-
рот, Ai в Aj равны соответственно:

   
 j

ji
ji Am

AAm
A;AK




   
 i

ji
ij Am

AAm
A;AK




(i, j = 1, …, n).
Определим меру включения в дескриптивное 

множество Ai совокупности дескриптивных мно-
жеств Aj (j = 1, …, n; j ≠ i):

   



 
n

ji
1j

jii A;AKAd

,то есть суммируются элементы Ai-го столбца без 
диагонального элемента. Аналогично мера включе-
ния Ai в совокупность дескриптивных множеств Aj (j 
= 1, …, n; j ≠ i) равна:

   



 
n

ji
1j

iji A;AKAd

,то есть суммируются элементы Ai-ой строки без 
диагонального элемента. Тогда относительный ин-

декс преобладания  iAd   над  iAd   равен:

     
1n

AdAdAd ii
in 






Отметим, что величина dn(Ai) заключена в интер-
вале от –1 до +1. Если взять некоторый порог δ и счи-

тать, что при   ji A;AK  следует   1A;AK ji 

а если   ji A;AK  следует   0A;AK ji  , то в 
этом случае рассмотренные нами показатели име-
ют адекватную теоретико-графовую интерпретацию 
(Берж, 1962):

 dn(Ai) – относительный индекс преобладания 
полустепени исхода вершины Ai над полустепенью 

3 Нами несколько изменены обозначения для полусте-
пени захода и полустепени исхода для вершины ориенти-
рованного графа в соответствии с общепринятыми обозна-
чениями в теории графов (Берж, 1962)



Бюллетень Ботанического сада-института ДВО РАН, 2009. Вып. 4

62

захода вершины Ai ориентированного графа;

 iAd   – полустепень захода вершины Ai (число 
дуг, заходящих в вершину Ai);

 iAd   – полустепень исхода вершины Ai (число 
дуг, исходящих из вершины Ai).

Наименьшее отрицательное значение индекс 
преобладания принимает для вершин, которые имеют 
только исходящие дуги, а наибольшее положительное 
значение имеют вершины, которые имеют только вхо-
дящие дуги.

Сравнительный анализ адвентивной фрак-
ции флоры острова Сахалин

Сравнительный анализ адвентивной фракции ви-
дов флоры острова Сахалин проведён нами на основе 
опубликованных списков видов сосудистых растений 
острова, в котором выделены заносные и ушедшие из 
культуры виды (Баркалов, Таран, 2004).

Во флоре острова Сахалин по состоянию на на-
чало 2004 г. насчитывалось 1521 вид сосудистых рас-
тений, относящихся к 575 родам из 132 семейств, из 
которых 7 семейств и 101 род представлены только 
заносными видами (Баркалов, Таран, 2004). Занос-
ных, ушедших из культуры или интродуцированных 
на Сахалин насчитывается 288 видов.

Большинство заносных видов распространились 
почти по всему острову, в том числе вдоль дорог в 
горных районах. Заносные виды составляют неот-
ъемлемую часть особей растительных сообществ на 
окультуренных и нарушенных местообитаниях (Бар-
калов, Таран, 2004).

Целью нашего аналитического исследования яв-
ляется установление закономерностей по распреде-
лению адвентивной фракции видов растений острова 
Сахалин. На основе списка сосудистых растений Са-
халина получена матрица абсолютных мер сходства 
(матрица мер пересечения) для адвентивной фракции 
видов 14 элементарных флор (табл. 1). По матрице мер 
пересечения рассчитана матрица мер включения (табл. 
2), и на её основе построен граф отношения включения 
при пороге δ≥50% (рис. 1). Все матрицы рассчитаны 
посредством программы MS Excel.

Как видно из таблицы 1, рассматриваемые списки 
видов разновелики, на что указывают резко различа-
ющиеся значения диагональных элементов матрицы 
мер пересечения. В подобных случаях анализируются 
только несимметричные отношения включения по-
средством задания ряда пороговых величин и построе-
ния графа включения (Калюжная и др., 1983; Сёмкин, 
Борзова, 1986).

Для графа включения (рис. 1) и по матрице мер 
включения (табл. 2) нами были рассчитаны индексы 
преобладания (табл. 3) и (табл. 4) соответственно. При 
сравнении полученных таблиц индексов преобладания 
нами отмечено, что численные значения соответствую-
щих индексов преобладания различны. Однако знаки у 
соответствующих индексов совпадают, а также не на-
рушена упорядоченность численных значений индексов 
(например, в табл. 3 вершины, которые имели наиболь-
шие численные значения индексов преобладания, также 
имеют наибольшие численные значения и в табл. 4; ана-
логичная закономерность прослеживается и для вершин 
с наименьшими численными значениями).

Таблица 1
Матрица пересечений списков видов адвентивной фракции элементарных флор острова Сахалин (по: Баркалов, Таран, 2004)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
1 31 20 8 13 27 20 23 12 13 19 27 7 25 23
2 20 55 11 26 47 36 44 17 25 28 46 12 42 39
3 8 11 17 11 15 13 16 7 9 11 15 6 13 15
4 13 26 11 41 37 30 38 15 23 28 40 12 35 30
5 27 47 15 37 121 54 86 25 42 42 91 15 70 66
6 20 36 13 30 54 66 60 20 30 34 58 11 46 46
7 23 44 16 38 86 60 133 26 45 48 97 16 77 77
8 12 17 7 15 25 20 26 26 18 18 24 10 21 21
9 13 25 9 23 42 30 45 18 53 32 47 12 39 41
10 19 28 11 28 42 34 48 18 32 65 60 14 47 50
11 27 46 15 40 91 58 97 24 47 60 194 17 100 112
12 7 12 6 12 15 11 16 10 12 14 17 17 17 17
13 25 42 13 35 70 46 77 21 39 47 100 17 120 78
14 23 39 15 30 66 46 77 21 41 50 112 17 78 132

Примечание: в головных ячейках таблицы районы: 1. район полуострова Шмидта; 2. Северо-Восточный район; 3. Северо-Западный 
район; 4. Восточно-Сахалинский горный район; 5. Тымский район; 6. Поронайский район; 7. Западно-Сахалинский горный район; 8. 
район Поронайской горной цепи; 9. Леманоноский прибрежный район; 10. Центральный (Южно-Сахалинский) горный район; 11. район 
Южносахалинской низменности; 12. Сусунайский горный район; 13. Юго-Восточный район; 14. Юго-Западный район.
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Отметим, что расчёт индексов преобладания на 
основе матрицы мер включения (табл. 4) более объ-
ективен и имеет преимущество перед методами рас-
чёта, привязанных к конкретному порогу включения, 
так как при изменении порога численные значения 
индексов преобладания широко варьируют.

Содержательная интерпретация данных табл. 
3 и табл. 4. очень проста. Заносные и ушедшие 
из культуры виды попадают в северные и горные 
районы с более освоенных южных и равнинных 
районов. Действительно, наибольшее положитель-
но численное значение индекс преобладания имеет 
для района Южносахалинской низменности (11), 
а также районов 14 (Юго-Западный), 13 (Юго-
Восточный), 7 (Западно-Сахалинский горный) и 5 
(Тымский). Указанные районы являются наиболее 
заселёнными и испытали максимальное антропо-
генное воздействие. С этих районов в основном 
и идёт распространение заносных и ушедших из 
культуры видов в менее населённые северные и 
горные районы. Перечислим их в порядке умень-
шения отрицательных значений индекса преобла-
дания: Сусунайский горный (12), район Поронай-
ской горной цепи (8), Северо-Западный (3), район 
полуострова Шмидта (1).

Заключение
Меры включения широко используются в срав-

нительной флористике, геоботанике и экологии при 
исследовании разновеликих объектов и установлении 

несимметричных отношений. Как показано нами, 
критика методов, основанных на использовании мер 
включения, слабо состоятельна.

Впервые на основе аксиоматического подхода 
формально определено семейство дробно-линейных 
мер включения и невключения. Из этого семейства 
выбрана наиболее простая и хорошо интерпретируе-
мая мера включения, определяемая как частное от 
деления меры пересечения двух дескриптивных мно-
жеств на одну из мер сравниваемых дескриптивных 
множеств. Эта мера включения, как правило, наибо-
лее часто используется в сравнительной флористике.

На основе матрицы мер включения предложен 
расчёт нового индекса преобладания суммы мер 
включения в данное дескриптивное множество над 
суммой мер включения этого дескриптивного мно-
жества в другие рассматриваемые дескриптивные 
множества. Этот индекс кратко называется индек-
сом преобладания. При выборе порога и построении 
по матрице мер включения ориентированного графа 
отношения включения предложенный индекс совпа-
дает с индексом преобладания полустепеней захода 
дуг в вершину графа над полустепенью исхода дуг 
из вершины. Индекс преобладания позволяет анали-
зировать большие по числу элементов матрицы мер 
включения, не обращаясь при этом к отображению 
отношений включения в виде направленных графов.

Возможности использования данного индекса 
проиллюстрированы на примере анализа формиро-
вания адвентивной фракции видов сосудистых рас-
тений локальных флор на примере острова Сахалин.

Рис. 1. Граф включения списков видов адвентивной фракции растений острова Сахалин (порог 
включения  %50   )
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ПРИЛОЖЕНИЯ

A. АКСИОМЫ МЕР ВКЛЮЧЕНИЯ
Меры включения дескриптивного множества 

(набора) B в A определяется следующими аксиомами:

  1;0  BAK  (аксиома ограничения);

  0; BAK , тогда и только тогда, когда 
 BA Ø (аксиома минимального включения);

  1; BAK , тогда и только тогда, когда AB   
(аксиома максимального включения);

        BAJBJAJKBAK ,,,;   (аксиома за-
висимости включения от меры конвергенции);

             BAJBJAJKBAJBJAJK ,,,,,,   
(аксиома однородности).

Определение меры конвергенции J (A, B) приво-
дятся в работе Б.И. Сёмкин, А.П. Орешко, М.В. Горш-
кова (2008 а).

B. КЛАСС МЕР ВКЛЮЧЕНИЯ, ПРЕДСТАВЛЯЕ-
МЫЙ ДРОБНО-ЛИНЕЙНЫМИ ФУНКЦИЯМИ

Найдём дробно-линейные функции от абсолют-
ных мер сходства (мер конвергенции) a, b, c:

 
4321

4321,,







cba
cbacbaf

где  AJa  ,  BJb  ,  BAJc , , i – по-
стоянные величины.

Функция           

          cbafBAJBJAJKBAK ,,,,,;   
удовлетворяет аксиомам мер включения, т.е.:

  0,, cbaf ;

   cbafcbaf ,,,,  ;

  00,, baf ;

  1,, bbaf ,    BmBAm  , если AB 
т.е. bc  ;

  1,, cbaf .
Докажем, что указанным свойствам удовлетворя-

ет одна дробно-линейная функция от a, b, c с точно-
стью до параметра τ. Последовательно получаем ряд 

следствий из свойств (1-5): из (2) 044  

из (3) 021   ; из (4) 323    и 

01  .

Следовательно, функция  cbaf ,,  имеет сле-

Таблица 3
Матрица индексов преобладания для 14 списков видов адвентивной фракции растений острова Сахалин,

рассчитанная для графа включения (рис. 1)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

d– 0 6 0 3 12 8 13 1 4 8 13 0 13 13

d + 8 7 10 9 4 7 4 10 7 6 3 11 4 4

d -0,62 -0,08 -0,77 -0,46 0,62 0,08 0,69 -0,69 -0,23 0,15 0,77 -0,85 0,69 0,69

Таблица 4
Матрица индексов преобладания для 14 списков видов адвентивной фракции растений острова Сахалин, рассчитанная по 

матрице мер включения (табл. 2)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

d– 377 635 243 547 980 723 1028 386 587 687 1134 269 942 947

d+ 766 713 881 824 511 695 492 899 710 663 380 977 508 466

d -0,30 -0,06 -0,49 -0,21 0,36 0,02 0,41 -0,51 -0,09 0,02 0,58 -0,54 0,33 0,37
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дующий вид:

   
cb

ccbfcbaf























32

2

32

2

,,,







Обозначим 














1
32

2 , тогда 














 32

2

. Окончательно получим семейства 
эквивалентных мер включения:

    cb1
cc,bf

 


Так как   1,0  cbf , то  1 . Ана-
логично можно определить и функцию f(a,c). При 

0  мера включения равна:

   
 Bm

BAmBAK 
;0 .

Определим меру включения  BAK ;  через 

 BAK ;0 :

   
   BAK

BAKBAK
;1

;
;

0

0

 


Семейство мер включения K , зависящее от 0K  
можно представить в виде графика (рис. 2). Как видно 
из графика, содержательная интерпретация функции 

K  (  1 ) мер включения при различных τ 
(кроме 0 ) затруднена.

Однако численные значения меры включения 

 BAK ;0  содержательно интерпретируются доста-
точно просто. Например, если взять два списка ви-
дов растений A и B, причём число общих видов для 
этих списков составляет половину в списке B (то есть 

   Bn
2
1BAn  ), то в этом случае  

2
1;0 BAK

. Можно сказать, что число общих видов в списке B 
составляет 50%. Если, например, взять меру включе-

ния    
 BAK

BAKBAK
;2

;
;

0

0
1 

 , то в рассматриваемом 

нами случае  
3
1;1 BAK , то есть в списке B содер-

жится половина общих видов для обоих списков, а 

численное значение меры включения равно одной 

трети.
При определении включения одного списка ви-

дов в другой используются только меры включения 

 BAK ;0  и  ABK ;0 . Исключение составляет толь-
ко работа Б.И. Сёмкина, Т.А. Комаровой (1977).

Если принять ещё одну аксиому:

6.       
2
1,,, BAJBJAJK  тогда и только 

тогда, когда    BJBAJ
2
1,  ,

то системе аксиом (1-6) будет удовлетворять 

только одна мера включения  BAK ;0 .

C. МЕРЫ НЕВКЛЮЧЕНИЯ ДЕСКРИПТИВНЫХ 
МНОЖЕСТВ

Меры невключения определяются посредством 
мер включения как дополнение последних до едини-
цы.

   BAKBAF ;1;  ,    ABKABF ;1;  ,

где  B;AF  и  B;AK  – мера невключения и 
мера включения дескриптивного множества B в де-

скриптивное множество A соответственно;  A;BF  

и  A;BK  – мера невключения и мера включения 
дескриптивного множества A в дескриптивное мно-
жество B соответственно. Можно сказать, что мера 
невключения есть понятие, двойственное мере вклю-
чения.

Свойства мер невключения определяются по-
средством свойств (1-6), двойственных им мер вклю-
чения. Мера невключения дескриптивного множе-
ства (набора) определяется следующими свойствами:

  1B;AF0   (ограничение численных зна-
чений интервалом [0, 1]);

  1B;AF  , тогда и только тогда, когда 
 BA Ø (максимальное значение невключения);

  0B;AF  , тогда и только тогда, когда AB   
(минимальное значение невключения);

        B,AJ,BJ,AJFB;AF   (зависимость 
меры невключения от меры конвергенции);

              0,B,AJ,BJ,AJFB,AJ,BJ,AJF  

(однородность).
Класс мер невключения, представляемых 

дробно-линейными функциями от мер конвер-
генциями, можно определить таким же спо-
собом, как это было сделано для мер включе-
ния (см. Приложение, B). Будем искать меру не-
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включения         B,AJ,BJ,AJFB;AF   

 c,b,ag  в виде дробно-линейной функции от 

     B,AJc,BJb,AJa  :

 
4321

4321

cba
cbac,b,ag








,

удовлетворяющую свойствам меры невключения 
(1-5):

  0c,b,ag  ;

    0,,,,,   cbagcbag ;

  10,b,ag  ;

  0b,b,ag  ,    BmBAm  , если AB 
, bc  ;

  1c,b,ag  .
Можно доказать аналогично (как это было сде-

лано для меры включения), что функция  c,b,ag  
имеет следующий вид:

 
c

1
b

cbc,bg

















  1 .
Аналогично можно определить и функцию 

 c,ag . Следовательно, класс мер невключения 

 B;AF  и  A;BF  определяется следующим об-
разом:

     
   BAm

1
Bm

BAmBmB;AF


















 

     
   BAm

1
Am

BAmAmA;BF


















 1 , A и B – дескриптивные множества.
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The paper presents axiomatic substantiation of mea-
sures of inclusion for descriptive sets. As an example, the 
authors use comparative analysis of concrete fl oras of 
the Sakhalin Island using adventive fractions of vascular 
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